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1 EINLEITUNG

1. Einleitung

1.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit stellen wir zunéchst ein Modellierungsproblem fiir einen diskretisierten drei-
dimensionalen Faden vor. Zu dessen Losung leiten wir Gleichungssysteme fiir die kubische
Splineinterpolation mit wahlweise natiirlichen oder Hermite-Randbedingungen her. Mithilfe von
Software 16sen wir dann ein Interpolationsproblem und danach das Modellierungsproblem am

Wiirfelgitter. Schlussendlich werden noch Losungsansétze am Parallelepipedgitter vorgestellt.

1.2. Einfiihrung in Vliesstoffe und das Thema der Arbeit

Der Begriff ,Vliesstoft* wird vom européischen Dachverband fiir Vliesstoffproduktion wie folgt
definiert:

Als Vliesstoffe bezeichnet man bestimmte Anordnungen von Fasern nicht ndher spezifizier-
ter Art, Lange und von beliebigem Durchmesser, welche durch physikalische oder chemische
Methoden zusammengehalten werden, wobei Stoffe, die durch Weben, Zusammenkniipfen oder
Methoden der Papierherstellung entstanden sind, nicht als Vliesstoffe gelten [4, Ubersetzung
durch den Autor].

Abbildung 1: Der Autor mit einer FFP-2-Atemschutzmaske.

Vliesstoffe werden in diversen Anwendungen verwendet, etwa bei Wéarmeisolation, Fliissig-
keitsfiltration oder beim Bau von Verkehrswegen als Geovliesstoffe (siche [2]). Die Verwendung
von medizinischen Masken, wie etwa von FFP-2-Masken (Abbildung 1| und , ist momentan
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Abbildung 2: Eine Nahaufnahme einer aufgeschnitten FFP-2-Atemschutzmaske.

iiblich. Die inneren Schichten dieser Masken bestehen ebenfalls aus Vliesstoffen, insbesonde-
re aus solchen, die mit Meltblown-Verfahren hergestellt werden [I1]. Bei Meltblown-Verfahren
wird Kunststoff geschmolzen und durch Diisen in einen Luftschacht geleitet. Es wird dabei
etwa Polyamid, Polypropylen, PET oder PMMA verwendet. Im Luftschacht werden die einzel-
nen Féden verwirbelt und legen sich auf die Vliesablage (Abbildung . Solche Diisen sind in
Abbildung [4] gezeigt. Den resultierenden Stoff unter dem Mikroskop kann man in Abbildung
sehen.

Nun sind die Bewegungen der Luft im Schacht zu beschreiben. Die simulierte Luftgeschwin-
digkeit ist ohne Betrachtung der Temperaturabgabe der Faden unter Umstéinden keine gute
Approximation an die Realitét, siehe etwa [3, Abbildung 7]. Zum Zwecke der Beschreibung der
Temperaturabgabe dieser heiffen Féden an die Umgebung betrachten wir einen solchen Faden

genauer.

1.3. Kernproblem der Modellierung

Es ist also ein Faden in einem Luftschacht zu modellieren. Dieser Faden soll durch eine Funktion
f:[0,1] — R3 gegeben sein. Es soll fiir ein gegebenes Gitter G (etwa aus Parallelepipeden) —
dessen Form spéater noch genauer beschrieben wird — die Lénge, die mittlere Temperatur und die
Dicke des Fadens in jedem Gitterelement approximiert werden. Dazu sind die Werte f(z) € R?
auf dem dquidistanten Gitter A, := {0 =29 < --- < x, = 1} gegeben. Die Funktion f sei an
den Intervallréindern differenzierbar mit bekannter Ableitung. Weiterhin seien die Temperaturen
des Fadens am selben Gitter durch ¢t und die Dicke durch d gegeben. Wir wollen zu diesem
Zwecke zunéchst eine f interpolierende Funktion sy mit guten Differenzierbarkeitseigenschaften

erhalten, welche wir auch zwischen den Stiitzstellen auswerten konnen |10, S.131].
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Abbildung 3: Produktion eines Meltblown-Vliesstoffs [5].

Dann konstruieren wir auch noch Funktionen, welche die Temperatur und die Dicke interpo-
lieren. Dort geniigt es, das Interpolationsproblem in einer Dimension zu losen.

Es ist nun noch eine Methodik zu entwickeln, mit der man die Fadenldnge und die durch-
schnittliche Temperatur bzw. Fadendicke in jedem Gitterelement bestimmen kann. Dazu gehen

wir wie folgt vor:

1. Interpoliere den Faden f sowie die Temperatur ¢ und die Dicke d durch geeignete Spline-
kurven im R?, etwa den Faden f durch kubische Splines mit wahlweise natiirlichen oder
Hermite-Randbedingungen und ¢ und d durch kubische Splines mit natiirlichen Randbe-

dingungen.

2. Berechne die Schnittpunkte des interpolierenden Splines mit den Grenzen zwischen den

Gitterelementen des Gitters G. Die Schnittstellen nennen wir {y; ;”:_11 und ordnen sie
beziiglich des zugehorigen Kurvenparameters s aufsteigend an (sieche Abbildung |§[) Au-
flerdem nennen wir den Wert der Kurve am linken Intervallrandpunkt yo und den am

rechten Intervallrandpunkt ,,.

3. Berechne das Integral

Yji+1 ,
L= €)= [ 1ds= [ @)

Cyjyjn Yj

fir j =0,...,m — 1 numerisch, wobei Cop = {s(t) : t € [a,b]} mit 0 <a <b< 1.
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Abbildung 4: Bild einer Schmelzspinnanlage der Universitiat Maastricht [1].

4. Berechne die Integrale

Yio¥i+1 YjYi+1
fir j=0,...,m— 1.
5. Schlussendlich erglbt sich der Mittelwert der Temperatur durch und der Mittelwert
der Dicke durch . Sollte der Fall L; = 0 auftreten, so smd dle Mittelwerte der

Temperatur und der chke nicht definiert und somit auch nicht interessant.
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Abbildung 6: Illustration der Bedeutung der y; in zwei Dimensionen.
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2. Grundlagen

Fiir spatere Fehlerabschatzungen und Minimaleigenschaften benotigen wir einige Grundlagen,

die im folgenden Teil der Arbeit vorgestellt und teilweise auch bewiesen werden.

Definition 2.1. Im Folgenden definieren wir zu einer Zerlegung A, :={a =29 < 21 < -+ <

x, = b} die Menge
Si(An) :=={s € C" a,b] : S| ;01) €y 5=0,...,n—1}

und nennen sie die Menge der Splines vom Grad m zur Zerleqgung A,,.

Definition 2.2. Des Weiteren nutzen wir zur Kennzeichnung von Funktionswerten einer Funk-

tion f auf einem Gitter A, := {x¢y < --- < x,} die Bezeichnung f; := f(z;) fir j =0,...,n.
Aus [7, S. 29| wurde die folgende Abschétzung mit Beweis {ibernommen:

Lemma 2.3. Jede strikt diagonaldominante Matriz A = (a;k);jk=1,..~ ist requlir. Weiterhin

gilt die Abschdtzung

-1

N
N
oo < max | | faj| — ; |a;k| [Az] oo,
k#j
fiir x € RY.
Beweis. Sei x; der betragsmifig grofte Eintrag des Vektors x € RV, also |z;| = ||@]|oo. Wir

schatzen dann ab:

N
[Az]lo > [(Az);| = | ajewn
k=1
N
> ag;| - o] = D ajern
k=1
K
N
> aj;| - aj) = lagel - [ax]
k=1
ks
N
> lag;| - i) = lagel - |2/l
k=1
=3
N
= | lagil = > laje| | #]oe.
k=1
=
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Aus der strikten Diagonaldominanz erhalten wir, dass der resultierende Faktor vor dem ||z

grofser Null ist. Eine deshalb zuldssige Umstellung ergibt nun das Resultat

-1

N
Izlloo < | lagl = D lal | A2
k=1
o
Da diese Abschétzung fiir ein bestimmtes, also fest gewahltes j gilt, gilt sie gewiss auch, wenn wir

auf der rechten Seite ein Maximum iiber alle j nehmen. Die Behauptung ist somit gezeigt. [

Dieses Lemma verwenden wir spater, um Fehlerabschiatzungen interpolierender kubischer
Splines mit natiirlichen Randbedingungen nachzuweisen, da dort strikt diagonaldominante Ma-
trizen auftreten.

Aus [7, S. 26] wurde das folgende Lemma tibernommen.

Lemma 2.4. Wir nutzen im Folgenden die Kurzschreibweise M; := 7 fir j = 0,...,n. Falls
die Zahlen My, ..., M, € R (auch Momente genannt) die Gleichungen

fiv1 — 1
b

J

fi— i

-6
hj—l

hj_le_l + Q(hj_l + hj)Mj + thj—H =06

fir 5 =0,...,n—1 erfiillen, so liefert der Ansatz
s(z) = aj + bj(x — x;) + c;(x — 2))* + dj(z — x;)°,  fiir x € [x;,7)41]

fir 3 =0,...,n—1 mit den Koeffizienten

CLj = fj7
R
b; == % - g] (Mj1 +2M;),
j

M.
G5
d. — Mj+1 MJ
A 6h,

einen kubischen Spline s € S3(A,,), welcher beziglich f und A, interpolatorisch ist, also den
Bedingungen s(x;) = f(z;) fir j =0,...,n geniigt.

Aus [7, S. 28] erhalten wir das folgende Gleichungssystem fiir die eben erklarten Momente
M;:

J

Lemma 2.5. Die natiirlichen Randbedingungen sg = si, = 0 liefern gemeinsam mit Lemma
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das Gleichungssystem

2(ho + hy) hy 0o ... 0
hy 2(hy + ha) hey - : My 9
0 hs T 0 : = :
: - . hn_2 My gn-1
0 e 0 hn—o 2(hy_2+hy_1)

Die Hermite-Randbedingungen fi = s, = by, fax = s = by_1+2cn_1hy_1+3dy_1h3_, liefern

unter Verwendung von Lemma[2.4) die zusdtzlichen Bedingungen

2h0M0 + h0M1 = —6f6 + 6% =: 4o,
0
. / fN - fN—l .
hy My + 2y My = 6} = 67— = gy
-1

In Matriz- Vektor-Schreibweise ergibt sich dieses Gleichungssystem als

2hg ho 0 0

ho 2(ho+hi) Iy 5 My 90
0 hy 0 : =\ :
: ' 2(hy_2 +hyn_1) hn_1 My gn
0 0 hn_1 2hyn_1

Beweis. Die zusitzlichen Bedingungen ergeben sich durch Einsetzen der Definition fiir a;, b,

c; und d; und anschliefendes Umstellen. O

Diese Gleichungssysteme werden spéter benotigt, um Darstellungen fiir interpolierende ku-
bische Splines zu erhalten. Diese nutzen wir spéater zur Berechnung von Fehlerschranken.

Aus [6, S. 144] iibernehmen wir leicht modifiziert das Lemma von Holladay ohne Beweis:

Lemma 2.6. (Holladay) Wenn eine Funktion f € C*[a,b] und ein kubischer Spline s € S3(A,)

m den Knoten tibereinstimmen, so gilt

b

r=a’

17" =15 = 117715 = 1s"12 = 2 ([f = 8'1s") ()]

Die folgende Aussage ist tibernommen aus |7, S. 23].

Satz 2.7. Gegeben seien eine Funktion f € C?[a,b] und ein kubischer Spline sy € S3(A,), die

m den Knoten tibereinstimmen. Dann gilt die Identitdt

LF715 = 11s"115 = 11" = 115,

sofern natiirliche oder Hermite-Randbedingungen vorliegen.

10
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Beweis. Wir erhalten diese Aussage leicht als Korollar von Lemma [2.6] Bei Hermite-Randbe-
dingungen verschwindet der Ausdruck f’ — s’ am Rand, bei natiirlichen Randbedingungen der
Ausdruck s”. Offenbar verschwindet der Ausdruck ([f" — s]s”) (x)!iza also sowohl bei natiirli-

chen als auch bei Hermite-Randbedingungen, womit die Behauptung gezeigt ist. O

Auf Basis dieses Satzes erhalten wir interessante Minimaleigenschaften interpolierender ku-
bischer Splines, sofern gewisse Randbedingungen erfiillt sind.

Der nachfolgende Satz ist etwa in |7, S. 11] zu finden.

Satz 2.8. Ist f € C""a,b], und p,(f) € I, sei das Polynom, was f an den paarweise
verschiedenen Stitzstellen xo < --- < x,, € [a,b] interpoliert. Dann gibt es zu jedem x € |a,b)

eine Zwischenstelle £ € (min(xg, x), max(x,,x)) mit

EVAGRIGIRS
Fiir spétere Fehlerabschatzungen interpolierender linearer Splines werden wir diesen Satz fiir

den Fall n = 1 anwenden.

Die folgende Aussage ist mit Beweis aus [7, S. 85 f| iibernommen.

Lemma 2.9. Fiir eine durch eine Vektornorm induzierte Matriznorm || - || : RN — R, und
jede Matriz B € RN*N mit |B|| < 1 ist die Matriz I + B regulir, und es gilt

1

I+ B)7 <
1Bl

Beweis. Dies beweisen wir mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir « € RY:

I(I + B)z|| = ||z + Bz|| > ||z|| — [| Bz]|
> |zl = [1Bl[ll«]l = (L = B[],

da 1 —||B| > 0 gilt, folgern wir hieraus, dass die rechte Seite nur fiir x = 0 identisch Null
werden kann. Demnach besteht der Kern von I + B nur aus der Null, womit wir Regularitét
von [ + B folgern.

Wir erhalten die Aussage nun mit Substitution von y = (I 4+ B)x, es ergibt sich also

. . 1
Iyl = (1= IBIDIT + B) "yl < II(I + B) "'yl < 1_—Hm|||y||-

Da die Matrix I + B als regulire Matrix insbesondere surjektiv ist, lisst sich jedes y € RY in

solch einer Form darstellen. Damit ergibt sich die zu zeigende Ungleichung. [

Fiir spétere Fehlerabschétzungen interpolierender kubischer Splines mit Hermite-Randbedin-
gungen treten Matrizen auf, deren Zeilensummennorm man mit dieser Ungleichung abschétzen

kann.

11
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3. Bézier-Kurven

3.1. Problemstellung
Wir nutzen im Folgenden Bézier-Kurven, um folgende Interpolationsprobleme zu l6sen:

s(z;) = flz;), s€C*0,1], "(zg) =" (xn) =0 (natiirliche Randbed.)
s(x;) = f(z;), s€C?0,1], &(x0)=f'(20), s'(xn) = f'(xn)  (Hermite-Randbed.),

fiir j = 1,...,n beziiglich einer gewissen Unterteilung A,,.

3.2. Definition: Bézier-Kurven

Definition 3.1. Die Definition ist iibernommen aus [12, S. 209 ff|. Zu n € N definieren wir

zundchst die n + 1 Bernstein-Polynome vom Grad n fiir ¢ = 0, ..., n wie folgt:

B(t) == (n) £(1— )"

i
Zu vorgegebenen Punkten by, ...,b, € R, den Bézier-Punkten oder Kontrollpunkten, definieren
wir

p(t) = Z bi B (1),

und nennen p das zugehorige Bézier-Polynom vom Grad n. Die dadurch parametrisierte Kurve
¢ := p([0,1]) heilst Bézier-Kurve.

3.3. Losung des Interpolationsproblems mit Bézier-Kurven

Wir wollen nun zunichst mithilfe dieser Bézier-Polynome C2-Interpolationen von Mengen von
Punkten im R3 beziehungsweise im R konstruieren. Wie man am untenstehenden Gleichungs-
system erkennen kann, sind hierfiir kubische Bézier-Polynome geeignet, also n = 3. Mit der

oben definierten Form ergibt sich folgende allgemeine Form:
3
s(t) =Y BY(t)bi = (1 — t)°by + 3t(1 — )%y + 3t*(1 — t)by + £°bs.
i=0
In Abbildung [7] sehen wir ein Beispiel fiir ein Bézier-Polynom. Die Kontrollpunkte by, b1, ba, b3
sind in orange markiert, das Polynom selbst in schwarz. Man erkennt, dass Start- und Endpunkt

durch by bzw. durch b3 kontrolliert werden, und die Ableitungen an Start- und Endpunkt durch

b, bzw. by. Das legt die Verwendung zur Konstruktion einer C2-Interpolierenden nahe.

12
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by

bo
ba

Abbildung 7: Ein Bézier-Polynom mit eingezeichneten Kontrollpunkten (in orange).

Wir wollen nun diese Bézier-Polynome wie Polynome bei Splines zweimal stetig differenzier-

bar verbinden, also fordern wir
s;_1(1) =s.(0), s (1) =s/(0), firallei=1,...,n (1)
sowie zunéchst die natiirlichen Randbedingungen
sp(0) = s (1) =0. (2)

Nun zur konkreten Situation: Wir wollen die Funktion f : [0,1] — R? oder f : [0,1] — R
interpolieren, wobei wir sie auf dem &quidistanten Punktgitter A, = {0 = 2o < -+ < z, =
1} auswerten kénnen. Genaueres zur Konstruktion der Splinekurve im dreidimensionalen Fall
findet man in [I0, S. 131]| Die entsprechenden Funktionswerte bezeichnen wir mit f; := f(x;),

i =0,...,n. Dafiir nutzen wir die folgenden n Kurven

si(t) == (1 —t)3fi +3t(1 — t)%a; + 3t*(1 — ) B; + t3fiy1, i=0,....,n—1.

Die Interpolationseigenschaft ist in der zusammengesetzten Kurve also bereits erfiillt, wie man
in der Definition erkennen kann. Gesucht sind also noch Parameter «; und g; fiiri = 0,...,n—1,

so dass die zusammengesetzte Kurve

si(nt —|nt]), wenn |nt|=dundt#1firt=0,....,n—1
s:[0,1] = R, s(t):= ( [nt]), wenn [nf] 7

Sn-1(1), wenn ¢t = 1

13



3 BEZIER-KURVEN

C? ist. Die Ableitungen der Teilkurven errechnen sich wie folgt.

s 3[-1=t)fi+ (1 —3t)(1 — )y + (2 — 3t)B; + t* fi11]
s'(t) = 6[(1—t)f; + (3t — 2)ay + (1 = 31)B; + tfia] -

Bei spéterer Verwendung von Hermite-Randbedingungen ist zu beachten, dass man durch die
Kettenregel einen Faktor n erhélt, was durch die Skalierung im Argument von s begriindet
wird. Nun setzen wir diese Resultate in die Bedingungen von Gleichung ein und erhalten

somit fiir die einfache stetige Differenzierbarkeit:

si_1(1) = ;(0)
& 3(=Bim1 + fi) = 3(—fi + )
& a; + Bi = 2f;, (3)

fiir i = 1,...,n — 1. Fiir die zweifache stetige Differenzierbarkeit ergibt sich analog

si_1(1) = s7(0)
& 6(ai—1 — 2Bi-1 + fi) = 6(fi — 205 + ;)
& i1+ 205 = 28,1 + B4, (4)

fir i = 1,...,n — 1. Nun wollen wir ein Gleichungssystem aufstellen und benétigen dazu nur

noch die natiirlichen Randbedingungen (2)):
"
55(0)=0<% fo—2a0+ o =0

und
5;:_1(1) =0 a,_1 — Qﬁn—l + fn = 0.

Das bisherige Gleichungssystem lautet also
ai+ﬁi71:2fi7 izl,...,n—l,
Qi1+ 20 = 231 + f3;, 1=1,...,n—1,

Jo—2a0 + 5o =0,
Op—1 — 2Bn71 + fn = 0.

Nun ist unser Ziel die Elimination der §;. Dafiir nutzen wir Gleichung und stellen wie folgt

um:

a; + Bi1 = 2f;, i=1,....n—1,
& B = 2fi1 — i, t=0,...,n—2. (5)

14
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Wir brauchen auch noch eine Darstellung fiir 5,,_1, dafiir nutzen wir firi =n—1:

A(n—1)—1 + 201 = 2B—1)=1 + Bn-1
<~ 5n71 = Qp_g + 20,1 — 2ﬁn72
(5)
671—1 = Qy_o+ 2an—1 - 2(2fn—1 - an—l)
- ﬂnfl = Qp_2+ 404an - 4fn71- (6)
Zunéchst betrachten wir unser Gleichungssystem ohne die Gleichungen und @ Wir
wollen ; in den iibrigen Gleichungen eliminieren und ein Gleichungssystem erhalten, was wir

nach den a; auflésen. Nachdem diese Losung berechnet wurde, rekonstruieren wir die ;. Wir

kiimmern uns nun um die Elimination der §; in den folgenden Gleichungen:

Jo—2ap + o =0,
Oéi_1+20éz‘:25i_1+,8i, izla"'7n_27
Qp—1 — Qanl + fn = 0.

Zu diesem Zwecke rechnen wir:

Jo—2a0+ 5y =0
fo—20&0+2f1—041:0
<:>f0+2f1:2050+041.

Fiir die zweite Gleichung ergibt sich:

Qi1+ 205 = 231 + f3;, i=1,...,n—2
o1+ 205 = 2(2fi — ;) + (2fis1 — i), i=1,...,n—2
& a1 4o+ =22 + fin), i=1,...,n—2

Um die f; schlussendlich zu eliminieren, stellen wir die letzte Gleichung noch wie folgt um:

Ap—1 — 267171 + fn =0
Qp_1 — 2(O4n72 + 4o, — 4fn71) + fn =0
S 209+ Tay_1 = 8fn—1 + fn

15
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Fassen wir diese Resultate nun zusammen, so erhalten wir:

200 + o1 = fo+2f1 (7)
i1 +4a; + i = 22 + fin), i=1,...,n—2
2an—2 + 7Cyn—l = 8fn—l + fna

wobei sich die erste und letzte Gleichung aus den natiirlichen Randbedingungen ergeben. Wir
wollen dieses System nun als Matrix-Vektor-Gleichungssystem schreiben. Wir erhalten ein Sys-

tem der Form
Az =0, mit A€ R und z,b € (R*)",

beziehungsweise im eindimensionalen Fall mit z,b € R™. Aus wird folgendes Matrix-Vektor

Gleichungssystem:
2 1 %) Jo+2f
1 4 1 a | | 2@2f2+fs)
1 4 1 Qp—2 2(2.er72 + fnfl)
7 Qp—1 8fn—1 + fn

Die Tridiagonalmatrix A ist offenbar strikt diagonaldominant, also reguldr. Demnach ist das
zugehorige Gleichungssystem eindeutig 16sbar. Die inverse Matrix wird durch Programmkode
berechnet. Was bleibt, ist die Rekonstruktion der ; aus den nun bestimmten «;, wofiir wir
Gleichungen und @ nutzen.

Kommen wir nun zur Herleitung des Gleichungssystems bei Hermite-Randbedingungen. Da-
fiir sind nur die ersten und letzten Zeilen von A und b zu verdandern. Zunéchst stellen wir die

Gleichungen fiir Hermite-Randbedingungen auf. Diese sind

50(0) = fo und
sp_1 (1) = f,

wobei die Kurzschreibweisen f := §'(0) = nsy(0) und f/, := s'(1) = ns!,_;(1) verwendet werden.

Wir formen die Bedingung fiir den linken Intervallrand wie folgt um:

s0(0) = fo
& 3n[—fo+a = fj
3ag = 3fo + fo/n.

Fiir die Bedingung am rechten Intervallrand erhalten wir
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3 BEZIER-KURVEN

s, (1) = [y,
3, — B[an_s + dan 1 — 4fu ] = f./n

A== 30én,2 + 1204an = 3fn + 12fn71 — fé/n

Die Faktoren n stammen hierbei jeweils wie zuvor erwahnt aus der Kettenregel. Ersetzen wir
nun also die jeweils ersten und letzten Zeilen von A und b durch die Gleichungen, die wir aus

den Hermite-Randbedingungen erhalten, so ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

30 ag 3fo+ J'(0)/n
1 4 1 ay 2(2f1 + f2)
]_ 4 ]_ (6] . 2(2f2 —|— f3)
1 4 1 A9 2(2fn_2 + fn_l)
3 12 Oy — (1) /n+ 3fn + 120y

Auch diese Tridiagonalmatrix ist strikt diagonaldominant und somit regulér.

3.4. Resultate

Es werden nun Resultate vorgestellt, die mit Daten produziert wurden, die freundlicherweise
vom Fraunhofer-Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik zur Verfiigung gestellt wur-
den [9]. Dieselbe Kurve wurde einmal an 500 und einmal an 20 dquidistanten Punkten in
[0, 1] ausgewertet. Unsere optische Verifizierung der Resultate hat nun die Gestalt, aus den 20
Punkten die restlichen Punkte zu rekonstruieren. Der Begriff | Fehler bezieht sich in diesem
Abschnitt also auf die Abweichung der berechneten interpolierenden Kurven zu einem gegebe-
nen Datensatz, welcher feiner diskretisierte Positionsdaten des Fadens enthélt. Somit stellt der
kleine Fehler eine gute optische Verifizierung der Korrektheit der Interpolation dar.

Die Resultate sind in Abbildung 8] [0} [I0] und [I1] dargestellt. Da in Abbildung [§] kein Unter-
schied zwischen Interpolation mit natiirlichen Randbedingungen und mit Hermite-Randbedin-
gungen zu erkennen wére, wurde der markierte Ausschnitt des Bildes in Abbildung [0 grofer
dargestellt. Durchgefiihrt wurde die Interpolation sowohl mit nattirlichen (immer in griin), als
auch mit Hermite-Randbedingungen (immer in blau). Schon zu erkennen ist ebenfalls, dass
der Fehler am Rand bei Hermite-Randbedingungen deutlich geringer als der bei natiirlichen
Randbedingungen ist (siehe Abbildung .
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3 BEZIER-KURVEN

r‘ 0.50
- 0.45
: - 0.40
i 0.35[m]
- 0.30
- 0.25
- 0.20
- 0.15

Abbildung 8: Bézier-Interpolation einer rdumlichen Kurve mit natiirlichen und Hermite-Rand-
bedingungen. Der markierte Bereich ist in Abbildung @ genauer zu erkennen.

Abbildung 9: Unterschied zwischen Interpolation mit natiirlichen (griin) und Hermite-Randbe-
dingungen (blau) am linken Intervallrand. Leicht gedrehter Ausschnitt aus Ab-

bildung .
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0.0016 -
0.0014 - ”
0.0012 -
0.0010 -

E 0.0008

0.0006 A (\

0.0004 A

0.0002 A

0.0000 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 10: Fehler bei Bézier-Interpolation mit natiirlichen und Hermite-Randbedingungen
bei Kurvenparameter s.

In Abbildung [9 wurden die Bézier-Kurven mit natiirlichen und mit Hermite-Randbedingun-
gen in denselben Plot gezeichnet, wir betrachten hier den linken Intervallrand genauer. Klar
zu erkennen ist die stérkere Kriimmung der Splinekurve mit Hermite-Randbedingungen am
Intervallrand (oben im Bild).

1.28
1.26 - /‘
1.24
1.22 1
1.20
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 11: Norm der ersten Ableitung des interpolierenden Splines mit natiirlichen und
Hermite-Randbedingungen bei Kurvenparameter s (|s;(s)]).

In Abbildung [11| sehen wir den Betrag der Ableitung von s(s) nach dem Kurvenparameter
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3 BEZIER-KURVEN

s. Diese Funktion wird bei der spateren Berechnung des Wegintegrals erster Art numerisch

integriert.

L 460
L 440
0.50
0.45 L 420
040, k| 200
0.35 _
¥4
0.30 380
0.25
360
1.0
340
320

0.55

[m] 060 00

Abbildung 12: Durch Bézier-Kurven mit Hermite-Randbedingungen interpolierter Faden mit
durch Bézier-Kurven mit natiirlichen Randbedingungen interpolierter Tempera-
tur.

Die interpolierende Bézier-Kurve wurde in Abbildung [I2) mit der interpolierten Temperatur
und in Abbildung [13] mit der interpolierten Dicke eingefdarbt. Erinnern wir uns an das Anwen-
dungsbeispiel, so lasst sich das im Bild rechts oben liegende Ende der Kurve mit der Austritts-
stelle des Fadens aus der Diise identifizieren. Der Faden verlasst die Diise also mit einer htheren
Temperatur, und erkaltet dann durch Temperaturabgabe an die Umgebung. Aufserdem verliert

der Faden nach Austritt aus der Diise an Dicke.
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0.00020
0.00019
0.50
0.45 0.00018
0.40
[m]
0.35 0.00017
0.30 £
0.25 0.00016
1.0 0.00015
0.00014

Abbildung 13: Durch Bézier-Kurven mit Hermite-Randbedingungen interpolierter Faden mit
durch Bézier-Kurven mit natiirlichen Randbedingungen interpolierter Fadendi-
cke.

475 4
450
425 4

400

°K

375 4
350 4

325 4

300 +

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 14: Durch Bézier-Kurven mit natiirlichen Randbedingungen interpolierte Tempera-
tur bei Kurvenparameter s.
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0.00020 A
0.00019 A
0.00018 A

0.00017 A

[m

0.00016 A

0.00015 A

0.00014 A

0.00013 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 15: Durch Bézier-Kurven mit natiirlichen Randbedingungen interpolierte Dicke bei
Kurvenparameter s.

3.5. Zwischenfazit

Wir haben also Gleichungssysteme fiir die Berechnung interpolatorischer Bézier-Kurven mit
wahlweise natiirlichen oder Hermite-Randbedingungen hergeleitet, die eindeutig losbar sind.
Mithilfe dieser Gleichungssysteme konnen wir nun Mengen von Punkten im R? oder in R mit
Bézier-Kurven interpolieren. Nun haben wir einen Schritt in Richtung der Losung des urspriing-
lich gestellten Modellierungsproblems getan, da wir diese Splines numerisch effizient auswerten
konnen und auf analytischem Wege Schnittstellen etwa mit einem Wiirfelgitter bestimmen
kénnen. Bevor wir damit fortfahren, fithren wir noch einige Fehlerabschatzungen durch und

beweisen Minimaleigenschaften von Splinekurven mit gewissen Randbedingungen.
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4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

4. Fehlerabschatzungen und Minimaleigenschaften

Wir werden uns nun mit einigen Fehlerabschétzungen und Minimaleigenschaften interpolieren-

der Splines mit natiirlichen beziehungsweise Hermite-Randbedingungen beschéftigen.

4.1. Natiirliche Randbedingungen

Als Korollar zu Satz [2.7) erhélt man die folgende Minimaleigenschaft:

Satz 4.1. Sei f € C*a,b] und sei sy € S3(A,) der interpolierende Spline mit natiirlichen
oder mit Hermite-Randbedingungen. ,Interpolierend bedeutet hier, dass f(x;) = sg(x;) fir
i=0,...,n, wenn A, = {xq,...,x,}. Dann hat s; unter allen interpolierenden C*-Funktionen

die geringste Kriimmung, also
8"l < IW"ll2s  Vh e {g e Ca,b]: g(x;) = fla;) fir j =0,....n}.
Beweis. Diese Aussage ergibt sich aus Satz mit der Rechnung

15”15 = LF"115 = 1F" = 113 < 1”[13- 0

In [7, S. 30 ff] finden sich Fehlerabschétzungen fiir interpolierende kubische Splines. Zunéchst

beweisen wir dafiir das folgende Resultat:

Satz 4.2. Zu einer gegebenen Funktion f € Cta,b] mit f”(a) = f"(b) = 0 bezeichne

sy € S3(A,) den interpolierenden kubischen Spline mit natirlichen Randbedingungen. Dann gilt

n—1 3
max [s7(x;) — f"(x;)] < ngf(A"Hoth

— max’
J]=

. . . L n—1 . n—1 y
wobei die Bezeichnung hyay = max;_ hj = max;_ (j41 — xj) verwendet wird.

Beweis. Wir betrachten dazu zunéchst das Gleichungssystem der Momente bei natiirlichen
Randbedingungen aus Lemma [2.5] Mit der Schreibweise

M; = s%(x;), j=0,...,n

ergibt sich dieses nach leichter Modifikation in Form von Multiplikation der jeweils j-ten Zeile

von B und ¢ mit ﬁ als
J

,1+hj

B : = : 1, (8)
Mn—l gn—l

wobei §; = 2;-fr=lis — o o i j = 1, n— 1ist und die Matrix B € R =1x (=)
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4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

die Form
2 IZ0)
. & 2
B=- : ,
3
2 Hn—3
gn—Q 2

mit h; = x4 — x5, v = hj}f;jlﬂ und {; =1 —vy; fir j =1,...,n— 1 hat. Wir wollen nun die

Matrix B und den Vektor ¢ = (g1,...,9n_1) aus Gleichung genauer untersuchen. Durch

Taylorentwicklung der zweiten Ableitung f” um x; erhélt man die Darstellungen

2
i

2

F@im1) = (@) = hya f O (a) + L2 FD(E), (9)

2

h+ A
F(@sen) = " g) + by fO () + L FOE), (10)

mit Zwischenstellen §j,£j. Durch Addition von (9) multipliziert mit ﬁ und mul-
J— J

tipliziert mit W
J— J

zweite Ableitung f”(x;):

und anschlieffendem Umstellen erhdlt man eine Approximation an die

hj—l hj

1/ o 1 . g 1 . 1 .
f ('I.]) + Rj + 5j - 3(hj71 + h])f (.%],1) + 3f ($]) + 3<hj71 + h]>f (x]Jrl)a
Rj := %(hj — 1) [P (x)),
oY s ey 3@ e . _
%= 6(hj—1 + hy) <hj_lf &)+ 751 (57))’ j=Lbon=tl

In Matrixschreibweise ergibt sich dann

f”(l'l) f"(xl) Ry 1
B : = : +f 1+ | (11)
f”(xnfl) f,/ (-Tnfl) Rnfl 57171

Weiterhin ergibt eine Taylorentwicklung von f um x; die Darstellungen

h? h3 hi
f(zj1) = fz;) + hif'(x;) + gjf"(%') + gjf(g) (z;) + 2—if(4)(77j)a (12)
_ A / hgfl 7 h?fl 3) hjffl (4) (. 1
flzja) = fzg) = hjo f'(z5) + 5 (zj) — o (z;) + o1 (1), (13)

mit Zwischenstellen 7;,7; € [a,b]. Durch Umstellen von im Produkt mit = und von ([L3)
J

im Produkt mit % und anschliefender Aufldsung nach f(z;_1), f(x;) und f(z;4+1) erhdlt man

24



4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

die Gleichungen

flxig) — flx; h2 h3
o ) ZIW) g1t gy () + 52 F0 ) + 21O ),
h; 3 12
fz:) — flz,_ h?_ h3 .
9 ( J)h ( J 1) _ _2f/(xj)+hj71f”(xj> . JTlf(?,)(xj) + i_zlf(zl)(nj)_
j—1
Addieren wir diese beiden Gleichungen nun und multiplizieren anschliefend mit m, SO
erhalten wir folgende Approximation fiir f”(z;):
A f.+1_f. f'_f'—l )
")+ R; +0;, =2— I _ 2 ] , =1,...,n—1,
Fm) + B+ D+ hy)hia(hya + hy) ’
5 1
b= — (B () B3 D (h,
J 12(h]71 4 h]) ( ]f (77.7> + ]—]_f (n])) ’
beziehungsweise in Matrix-Vektorschreibweise
[ (1) G Ry 0
: = |- ||| (14)
f”(xnfl) gnfl Rnfl gnfl

Nun verwenden wir die eben hergeleitete Identitét fiir die Identitét . Es ergibt sich
mit der Bezeichnung
Mj(f) = f"(x;), j=1,....n—1

und den Kurzschreibweisen M = (M. MDD, 6= (61,...,9n8-1), R = (Ry, ..., Ru_1),

§=(6,...,0,1) und 6 = (&1, ...,0,_1) also dic Identitit
BMY = MY L R+6=(G—R—§+R+5=3§+06—0. (15)

Erinnern wir uns nun noch an das Gleichungssystem . Subtrahieren wir dieses von , SO
ergibt sich
B(MY — M) =6§-4.

Die Matrix B ist als strikt diagonaldominante Matrix regulir. Um M) — M abzuschitzen

betrachten wir

2 & w1 1
|bjj|—;bjk2g—gj—gj:g@—(l—%‘)—%‘):ga j=L...,n—1
Wi

wobei bjj, das Element der Matrix B in Zeile j und in Spalte & bezeichnet. Mit dem Lemma [2.3]
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4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

erhalten wir nun die Abschétzung

N A N
%ﬁ§mﬁ”—ﬂ@|§3quwﬂ+wﬂ,”J%4y+ﬁ%ﬂ}
(4.3
K2 -
< sl F Pl

wobei wir in (&) wie folgt abschétzen:

S+ 18] <
|A+ﬂg|_6

1 3 4) 31 £(4)
iy (s Ol + 517 le)

SR — A 3 (4)
+mmﬁ+wﬂ@ﬂf”w+%4W\M)

1h L+ hd
T LA
4h31+h
M -
< P 170

(Bei (#) nutzen wir die Faktorisierung a® + b* = (a + b)(a® — ab + b%)).

Damit ist die Abschétzung nachgewiesen. O]

Auch der nachfolgende Satz wurde aus [7] iibernommen.

Satz 4.3. Sei f € C%a,b] und sei s; € S3(A,) ein kubischer Spline, der f interpoliert.
Weiterhin nutzen wir analog zum vorherigen Satz die Kurzschreibweisen h; = x4 — x; fiir

j=0,...,n—1 und

n—1 n—l
hmax = max h;, Pomin = min h;.
Jj=0 Jj=0

Falls die Ungleichung

i [y (w;) = £ (25)] < OO ool

mit einer Konstanten C' > 0 erfillt ist, so gelten mit der Setzung ¢ := Z’“—“" (C + ;11) die folgenden

min

Abschditzungen fiir jedes x € |a, b]:

1 hmax
s7(o) = £ < (= 5 52 ) 1Dl (16
]' hmax
55(0) = £ <2 (= 5 52 ) 1Dl an)
1 Amax
55(0) = £ <2 (e 5 52 ) 1Dl )
50) — PO < 2l s (2 £ 2. (19

Im Vergleich zum Original bei [7] ist die Konstante ¢ bei (6], und jeweils durch
1 hmax
L. b

8 min

C —

ersetzt worden. Somit ist eine Verbesserung der Fehlerabschétzung erzielt worden.

Beweis. Wir weisen zunéchst die Abschiatzungen fiir die dritten Ableitungen ((19) nach. Of-
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4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

fenbar entsprechen die Einschrénkungen der zweiten Ableitungen s%|, »,,) Polynomen ersten

Grades. Wir erhalten somit fiir die dritte Ableitung die folgende Darstellung:

st (1) — s7(z;)
h:

J

Cir o € (xj,2541),7=0,...,n— 1L (20)

8503) (x) =

Um eine Approximation fiir f® zu konstruieren, betrachten wir nun die Taylorentwicklung von

S um z € [z, w0

f (@) = f1(@) + (2501 — 2) [P (2) + wfw(%’)a (21)
(x — ;)

F(5) = £1(@) + g — ) O () + S0 f (), (22

mit Zwischenstellen o, 5; € [z, xj41]. Betrachten wir die Subtraktion — und dividieren

anschliefsend durch h;, so erhalten wir durch Umstellung die Darstellung

(z —a5)°

”I'l_”xj le—xQ
f(3)(x) _ f"(@js )hj f( )_( +2hj ) f(4)<aj)+2—hjf(4)<ﬂj)' (23)

Durch die Bildung der Differenz — ergibt sich die Identitét

5 (@) = [D(w)

=~ SHlin) = (@) sh(ag) — () N (zj41 — 2)°fW(ay) = (z — 2;)2 FD(5))
- h; h; oh, |

Erinnern wir uns an die Voraussetzungen aus dem Satz, so ergibt sich unter der Betrachtung

der folgenden Abschétzung

(i1 — 2)? = (2 — ;)% < (xj11 — 2)* + (z — x;)?
= ($j+1 - SUj)2 - 2<$j+1 —x)(x — xj)

< (201 —15)° < by

max

2 2
1~ 20505 + X — 20500 + 225075 + 207 — 22w

schlussendlich das Resultat

1 h?
$2(0) = £ < 1O (Wt O+ P2

min
hmax

hl’l’lll’l
N

<

1
(zc n 5) T -

TV
=2c

Die Fehlerabschéatzung ist hiermit nachgewiesen.
Die verbleibenden Fehlerabschatzungen erhalten wir aus durch Integration. Zur Feh-
lerabschiatzung der zweiten Ableitungen bezeichne x; den zu einem beliebigen = € [a, b]
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néchstgelegenen Knoten, womit offenbar |z — ;| < h"‘% erfiillt ist. Mit dem Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung erhalten wir

$a) = £1(a) = shla) — )+ [P0 - 190 dy

J

Abschétzend fahren wir wie folgt fort:

|57 (2) = f"(@)] < CIFD [loohiax + 26 DNz = ] Prana
(C—FC)Hf HOO max

1h
<2 max (4)00
<2 (0= 53 ) 1Ol

min

wobei noch C' < ¢— Zm‘“‘ eingeht. Damit ist die Abschétzung ((18)) fiir den Fehler bei den zweiten
Ableitungen nachgewiesen. Zur Abschétzung der ersten Ableitungen (17) erkennen wir, dass
die Stiitzstellen z; fiir j = 0,..., N Nullstellen von s — f sind. Mit dem Satz von Rolle erhalten
wir fiir j = 1,..., N die Existenz eines y; € [z;_1,7;] mit (s} — f')(y;) = 0. Wir wihlen zu
einem Punkt z € [a,b] die néchstgelegene Nullstelle von s, — f" und nennen sie y;. Es gilt dann
offenbar |z — y;| < hpax. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten

15(2) — F(@)] = (@) — (@) — (5(5;) — F' ()]
/ ") - () dy

Yi

1 hmaX
<2 (= 5o ) IO bide —

1
SZ(C——-
8

e LI
Damit haben wir auch die Abschétzung fiir die ersten Ableitungen bewiesen. Schlussendlich

> >

>

min

bleibt noch die Abschitzung fiir |s — f| zu zeigen. Fiir ein = € [a, b] und den dazugehorigen

néchstgelegenen Knoten z; (mit |z — x;] < “22x) erhalten wir

|s¢(x) = fz)| = — f(2) = (sy() = f(z)))]
/ o
<2(c —é z) £ chdz —
e L ™

womit die erste Fehlerabschéitzung ebenfalls nachgewiesen ist. O]
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Als Korollar der beiden vorherigen Sétze erhalten wir die folgende Aussage.

Satz 4.4. Sei f € C¥a,b] mit f"(a) = f"(b) und sy € S3(A,.) sei der interpolierende kubische
Spline mit natirlichen Randbedingungen. Dann gilt

7 hinax
sy = flloo < gr||f(4)’\mhfnax
7hmax
I8} = f'lleo < Zh_-||f(4)”°°hilax
I = e < T g

159 (@) — O @)] < 20D lochmax  (x # 7).

4.2. Hermite-Randbedingungen

In |12, S. 174 ff] finden wir Fehlerabschidtzungen zu interpolierenden kubischen Splines mit
Hermite-Randbedingungen.

Satz 4.5. Sei A, = {a =z < -+ < x, = b} eine Zerlegung von [a,b], h; bezeichne die
Schrittweite h; == x40 —x; fir j =0,...,n — 1 und hpax 1= maxg";ol hj. Liegt eine Funktion
[ € Ca, b] vor (C?[a, b] geniigt fiir (i)— (iii) ), so sei sy € S3(A,) der die Funktion f interpolie-
rende kubische Spline, der den Hermite-Randbedingungen s';(a) = f'(a), s3(b) = f'(b) geniigt.
Weiterhin sei s’ € S1(A,) derjenige lineare Spline, der die Funktion f interpoliert. Dann gilt

(1) 1f = 87 lloo < §himaxll "l
(i) [[s%llo0 < 3[1f"lloo-
(iii) || f" = sflloo < AlIf" = slloo fiir alle s € Sy(Ay).
(1) 11" = 8l < 5 hmax ]| Floo-
(0) I = flloo < 3Bl F @ co-
(v0) |If = s¢lloc < T5hmaxllf @ lloo-

Beweis. (i) Wir bendtigen hierfiir Satz 2.8, Wenden wir diesen Satz auf unseren speziellen

Fall (n = 1) an, so erhalten wir zunéchst fiir z € (z;,2j11):

(141) L
AR 5 ©) (T — Th+j)
k=0

1O (L wgtzpa) (T T
2 g 2 i+l 2

£(2)(%)

" 2 2
f (6) . hmax S h’max ||](‘//||C>o7
2 4 8

|f(z) = s/ ()| = mit ¢ € [a, b]
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wobei sich (%) dadurch ergibt, dass quadratische Polynome der Form (z — a)(z — b)
(a < b) ihr betragliches Maximum auf [a, b] bei “t2 annehmen. Durch Anwendung dieses

Resultates auf alle Intervalle (z;,x;41) (j =0,...,n — 1) ergibt sich die Aussage.

Fiir die Berechnung der Momente M; := S’JZ(:UJ-) fiir 5 = 0,...,n der kubischen Spline-
Interpolierenden s; bei Hermite-Randbedingungen nutzt man folgendes Gleichungssys-

tem, welches wir aus Lemma [2.5] kennen:

2 )\O M() d()
M1 2 . Ml dl
2 )\nfl Mn—l dn—l
Iun 2 Mn dn
~— o —— ——
—A =M =d

(siehe [12, S. 168]), wobei die in A vorkommenden Koeffizienten wie folgt definiert sind:

h; .
)\03:1, )\j:m, /,szl—)\j furjzl,,n—l, /,anl

Die Eintrdge des Vektors d erklaren wir als

L (f(a+ ol =50 _ i),

6 [z +hy) = flxy)  flzy) = flzj — hjo) - _
dj'_hj_]_‘i_hfj( h, J P ), j=1,...,n—1,

)

Mithilfe einer Taylor-Entwicklung zeigen wir nun die Existenz eines &; € |a,b|, sodass

dj = 3f”(€j> fUI j = O, oo, n.
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Wir rechnen zunéchst fiir j =1,...,n — 1:
ot [Hert b)) fe)= sl o)
I hj—l + ]’Lj hj hj—l
(*_) 6 1 / f”(éj)
“hath | h (f(%‘) + f(x)h; + 5 h? —f(@))
1 ) " ~j
—E:<ﬂ%%—ﬂ%%hﬂwwgy—ff)@1>]
6 / " Aj / i ~j
_m f(xj)JFf(Zg)hj_f(l’j)ﬂLf;g)hjﬂ]
3 1"eE s
Sk (f &)y + f (fj)hjﬂ)

=3,

wobei bei (x) die Differenzierbarkeitseigenschaften ausgenutzt wurden, indem eine Taylor-
Entwicklung durchgefiihrt wird und bei (xx) gewichtet gemittelt wird. Die Aussage bleibt

nun noch fiir j = 0 und j = n zu zeigen. Dafiir rechnen wir

6 [flath)—f@)
do = 7o _ ho —/f (a)}
- 2 [ (@ + rao+ ZE - ) - 1w
5 [f&)
“5_‘5—%}
= 31"(%),

bei j = n gehen wir analog vor.

Fiir den néchsten Schritt bendtigen wir ||A~!||o < 1. Dies zeigen wir mithilfe von Lemma,

. Wir konnen die Matrix A umschreiben, um die Voraussetzungen nachzuweisen:

~ A

A=2]+ B,
wobei
0 X
p 0
B =
0 )\n—l
p 0
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4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

(iii)

Mit den Setzungen pg =1 — Ao =0 und A\, = 1 — p,, = 0 gilt offenbar
| Blloo = mag A + [jas] = miaxe d; + 1= ;= 1.

Damit folgern wir ||(1/2)B||s = 1/2. Nun kénnen wir Lemma/[2.9{auf (1/2)A = I+(1/2)B

anwenden und erhalten

1\ 1.\ 1
2 - 2 1—1[(1/2)Bllo
also ||A™ | < 1.
Es folgt hiermit
’ n n
15911 = x| = w345 = 1]

= |47 oo < 1A ool dllos
< ldlloe < 3]/ loo-

Zu dem linearen Spline s € S1(A,,) definiere man u : [a,b] — R durch

() = /x(x —1)s(t) dt.

Dann ist aufgrund von

d2 d2 T

:i?(a:/: ()dt—/:ts(t)dt)
(st + [ sto)dt — as(o))
[

u” = s und wegen u € C?[a, b] ist auch u € S3(A,,). Natiirlich ist s, = wund s;_, = s;—s,,.

da?
d
dzr
d
dzr
= s(z)

Hiermit erhalten wir unter Anwendung von (ii):

17 =8l = I(f )" =sF_ulloo < N(f =) lloot[I8F-ulloc < 4N =u"lloc = 4] /" =5lloc;
woraus sich (iii) ergibt.

Setzt man in || f” — s%|loc < 4[|f” — [/ fiir s den interpolierenden linearen Spline s ein,

so erhalten wir mit (i) die Behauptung (iv).
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4 FEHLERABSCHATZUNGEN UND MINIMALEIGENSCHAFTEN

(v) Wegen (f —sy)(xz;) =0, 7 =0,...,n und des Satzes von Rolle existieren §; € (x;,z,41)
mit (f —s¢)/ (&) =0, 7=0,...,n— 1. Nach Definition der maximalen Schrittweite max
gibt es ferner zu jedem z € [a, b] einen Zwischenwert §; = &;(z) mit |£;(z) — | < Amax.

Fiir z € [a,b] erhélt man daher mit dem vierten Teil des Satzes

h3
< hmax”f” - S ||oo = maXHf ||OO7

/() = s§(x)] =

/ ") — s ar

&i(2)

und hieraus (v).

(vi) Wegen (f—sy)(z;) =0fiir j =0,...,n—1 verschwindet der f—s; interpolierende lineare

Spline an diesen Stiitzstellen. Aus (i) und (iv) erhélt man daher mit

h?nax h‘fnax
1f = sslloo = =SFN( = 50)"lloe < 1F e
auch (vi). O

4.3. Zwischenfazit

Wir haben also nun einige Fehlerabschitzungen fiir die Splineinterpolation mit wahlweise natiir-
lichen oder Hermite-Randbedingungen nachgewiesen. Dass die Fehler jeweils von der Ordnung

O(hl . ) sind, bestiitigt uns in der Wahl von Splines als interpolierende Funktion.

max
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5 VERBLEIBENDE NUMERISCHE ERGEBNISSE

5. Verbleibende numerische Ergebnisse

5.1. Ergebnisse am Wiirfelgitter

Am achsenparallelen Wiirfelgitter mit beliebiger Gitterbreite, welches durch den Ursprung geht,
wurde das Problem der Findung der Gitterschnittpunkte y; analytisch gelost. Weiterhin wird
numerisch die Linge der Splinekurve in jedem Gitterelement sowie die mittlere Temperatur

und Fadendicke in jedem Gitterelement berechnet.

0.10
0.50
0.45 0.08
0.40;, .
0.35 0.06 =
0.30 =
0.25

0.04

1.0
0.02
0.00

Abbildung 16: Die Lange der Kurve in den jeweiligen Gitterelementen und die Schnittpunkte
mit den Gitterflichen wurden farblich markiert. Die Bedeutung der rot einge-
zeichneten Punkte wird aus Abbildung @ klar.

5.2. Bestimmung des enthaltenden Gitterelements am
Parallelepipedgitter

Die bisherigen Ergebnisse wurden an einem Wiirfelgitter erzielt. Allerdings ist dies nicht der
allgemeinste Fall. Raumliche Kurven sind nun auf Parallelepipedgittern zu betrachten, die al-
lerdings von der mathematischen Beschreibung deutlich aufwandiger sind. Daher sind zunéchst

einige allgemeine Betrachtungen angebracht.
Wir konstruieren uns ein Gitter aus Parallelepipeden. Dafiir wiahlen wir zunéchst einen Start-

punkt so € R3 und drei linear unabhingige Vektoren z,y, 2 € R3. Unser Gitter soll in dem von

diesen Vektoren erzeugten und um s translatierten Span
{ZL‘ e R3 | T = MT+ Aoy + A3z + So, )\j S [0,1]}

liegen. Dafiir konstruieren wir uns die Gitterpunkte wie folgt: Seien )\(()x) << AP )\éy) <
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5 VERBLEIBENDE NUMERISCHE ERGEBNISSE

- < /\,(f’),)\éz) < o < AP alle aus [0,1]. Im Programmkode werden diese spéter zufillig

generiert. Dann definieren wir dazu die Menge der Gitterpunkte G als
G={FecR|i=A"2+ )\§-y)y + A2 4 50, wobei 0 < i, j, k < n},

wobei die Gitterelemente die entsprechend definierten Parallelepipede sind. Diese nummerieren
wir mit einer dreifachen Schleife durch die Dimensionen durch. Auf diese Art und Weise kommen
die Indizes in Tabelle [1l zustande.

Um nun fiir einen beliebigen Punkte # € R3 das enthaltende Gitterelement zu bestimmen,
setzen wir A = (z]y|z). Wir erhalten den Punkt %y := & — so nun als Linearkombination von
z, y und z, indem wir A = A~'Z, berechnen. Es ergibt sich dann & = M\a + Aoy + \32. Das
enthaltende Gitterelement ergibt sich nun, indem wir die so erhaltenden \;, A\ und A3 mit den

vorher definierten /\g-x), /\gy) und /\gfz) vergleichen.

5.3. Ergebnisse am Parallelepipedgitter

An dem so gegebenen Gitter haben wir numerisch effiziente Methoden konstruiert, die fiir eine
fein diskretisierte Splinekurve von [0, 1] nach R?® schnell berechnen konnen, in welchem Git-
terelement die einzelnen Punkte liegen. Ist etwa der f; enthaltende Parallelepiped G; bereits
bekannt, so tiberpriifen wir zur Findung des f;;; enthaltenden Gitterelements zunéchst, ob
fj+1 in G; liegt. Danach tiberpriifen wir alle 26 Nachbarn von G;. Erst wenn diese Uberpriifun-
gen fehlschlagen, tiberpriifen wir alle anderen Parallelepipede. Fiir diese Brute-Force-Methode
wurden auch schnelle Abbruchbedingungen definiert, um die Effizienz zu erhdhen.

Wir wéhlen nun den Vektor sg = (—0,1;—0,1; —0, 1) als Gitterstartpunkt. Die Vektoren z,
y und z setzen wir auf z = (1,5; —0,05;0), y = (0;1,4;0) und z = (0;0;1,2) und erzeugen uns
jeweils 20 )\g-k) fiir jedes k € {x,y, z}, wie oben beschrieben. Diese Werte sind so gewéhlt, dass die
gegebenen Punkte komplett in dem durch x, y und z erzeugten und um den Gitterstartpunkt s
translatierten Span liegen. An einem unter diesen Setzungen generierten Gitter ergibt sich etwa
das folgende Resultat, wobei in der ersten Spalte alle Indizes aufgelistet sind, deren zugehorige
Gitterelemente mindestens einen Punkt der Splinekurve enthalten, und in der zweiten Spalte
die Anzahl der Punkte der Splinekurve angegeben ist, die im jeweiligen Gitterelement liegen.

Der Spline wurde an 500 dquidistanten Punkten in [0, 1] ausgewertet.

Tabelle 1: Resultat der Methoden am Parallelepipedgitter.

Gitterelementindex | Anzahl Elemente darin
3249 7
3269 32
3289 64
3309 6

Fortsetzung auf der néchsten Seite

35



5 VERBLEIBENDE NUMERISCHE ERGEBNISSE

Tabelle 1 — Fortsetzung.

Gitterelementindex | Anzahl Elemente darin
3327 13
3328 16
3329
3347
3366
3367
3385 29
3386 49
3404 25
3405 13
3424 19
3425 7
3445 15
3465 3
3466 25
3467 11
3468 8
3469 59
3489 15

Allerdings stellt diese Tabelle noch keine Grundlage fiir eine numerische Integration dar, da der
Betrag der ersten Ableitung von s; nicht notwendigerweise konstant ist. Demnach miisste man

den Wert von |s;(z)| noch einfliefen lassen.

5.4. Zwischenfazit

Die Gitterschnittstellen y; konnten also am achsenparallelen Wiirfelgitter analytisch gefunden

werden. Wenn wir nun Methoden der numerischen Integration auf die anfangs vorgestellten

Lj:/ ].dS
e

YY1

auftretenden Wegintegrale

anwenden, haben wir das Problem am Wiirfelgitter gelost. Fiir das Problem am Parallelepiped-
gitter haben wir einige niitzliche Methoden entwickelt, etwa eine numerisch effiziente Methode
mit der wir iberpriifen konnen, in welchem Gitterelement eines Parallelepipedgitters ein gewis-
ser Punkt liegt. Weiterhin haben wir darauf aufbauend eine Methode entwickelt, um Resultate

wie aus Tabelle [I] zu generieren. Diese kénnen die Grundlagen fiir weitere Arbeiten bilden.
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6. Schluss

6.1. Schlussfolgerungen

Wir haben also die Existenz und Eindeutigkeit der kubischen Splineinterpolation mit natiir-
lichen bzw. Hermite-Randbedingungen nachgewiesen, einige interessante Fehlerabschitzungen
und Minimaleigenschaften gezeigt, und schlussendlich numerische Methoden konstruiert, mit
denen das eingangs gestellte Problem am achsenparallelen Wiirfelgitter vollstandig gelost wer-

den kann. Aufserdem haben wir Losungsanséitze am Parallelepipedgitter konstruiert.

6.2. Offene Probleme / Ausblick

Einige Problemstellungen bleiben noch offen. Eine Grundlage fiir weitere Arbeiten ist etwa
durch die Problemstellung der Entwicklung von Methoden fiir das Finden der Schnittstellen
von kubischen Splines mit einem Parallelepipedgitter gegeben. Auferdem wire eine natiirliche
Fortsetzung der bisher erreichten Resultate die Entwicklung von Methoden, mit denen man das
vorgestellte Problem auch auf einem Gitter von allgemeinen Hexaedern, Tetraedern oder sogar

auf aus vielen verschiedenen Gitterelementen bestehenden allgemeinen Gittern l6sen kann.
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Themenstellung und die Unterstiitzung bei Fragen, sowie bei meinen Kommilitonen Matthias
Braun fiir die Lieferung guter Ideen beziiglich des Parallelepipedgitters und bei Linus Henke fiir
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angezeigt werden kénnen.
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findet der Leser unter https://julius-gs.de/bachelorarbeit!
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A KODE

A. Kode

A.1. Methoden zur Berechnung von interpolierenden Bézier-Kurven

#!/usr/bin/env python3

# Autor: Julius Busse

# -*- coding: utf-8 -+*-

import numpy as np

import sympy as sp

from sympy import *

import scipy.integrate as integrate
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib as matplotlib
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import
import

from ensreader import Ensight
from fiberreader import Fiber
HARBHHHRRRRS

# Bezuier
HARBHRHRRBRS

# Diese Funktion lost das LGS fur die Koeffizienten von Bezier-Kurven
def get_bezier_coef(points, ableitung, randbed):

# 9=0,...,n, also:
len(points) - 1

n

# Matriz aufbauen und
# Vektor auf der R.S. erstellen
C = 4 * np.identity(n)
np.fill_diagonal(C[1:], 1)
np.fill_diagonal(C[:, 1:], 1)
P = [2 * (2 * points[i] + points[i + 1]) for i in range(n)]
if randbed == ’nat’:

cfo, 0] =2

Cln -1, n-1] =7

Cln -1, n-2] =2

P[0] = points[0] + 2 * points[1]

P[n - 1] = 8 * points[n - 1] + points[n]

elif randbed == ’hermite’:
clfo, o] =3
cfo, 1] =0

C[n-1, n-2] = 3

C[n-1, n-1] = 12

P[0] = 3*points[0] + 1/n*ableitunglO0, :]

P[n - 1] = -1/n*ableitung[n,:] + 3#*points[n] + 12xpoints[n-1]
else:

raise ValueError("unzuldssige randbedbedingungen")
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A KODE

def

def

def

def

def

def

# Losen und Punkte b rekonstrureren

A = np.linalg.solve(C, P)
if points.ndim == 2:

B = np.zeros((n,3))
else:

B = np.zeros(n)
for i in range(n - 1):

B[i] = 2 * points[i + 1] - A[i + 1]
Bln - 1] = A[n-2]+4*A[n-1]-4*points[n-1]

return A, B

get_cubic(a, b, c, d):

# Gibt die allgemeine Gleichung eines kubischen Bezier-Polynoms wieder
return lambda t: ((1-t)**3*%a+3%(1-t)**2%t*xb+3%(1-t)*t**2kc+t**3xd)

get_cubic_normableitung(a, b, c, d):

return lambda t : np.linalg.norm((t**2)*3*(-a+3*b-3*c+d) +
t*2% (3*a-6xb+3*c)+(-3*a+3+*Db))

get_bezier_cubic(points, ableitung, randbed):

# Lost nach Koeff. und gibt Vektor mit jedem einzelnen Bezier-Polynom aus

A, B = get_bezier_coef(points, ableitung, randbed)

return [

get_cubic(points[i], A[i], B[i], points[i + 1])

for i in range(len(points) - 1)

get_bezier_cubic_quick(points,A,B)
return [

get_cubic(points[i], A[i], B[i], points[i + 1])

for i in range(len(points) - 1)

evaluate_bezier_quick(x,points,A,B):

curves = get_bezier_cubic_quick(points,A,B)

n = len(curves)

if (not isinstance(x,float)):
return np.array((0,0,0))
print("ich habe es geschafft")

else:
if x < 1:

return curves[int(np.floor (n*x))] ((n*x)%1)

else:

return curves[len(curves)-1](1)

get_bezier_cubic_normableitung(points, ableitung, randbed):
# Lost nach Koeff und gibt Vektor mit jeder einzelnen

# Normableitung aus
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A KODE

def

def

def

def

def

A, B = get_bezier_coef(points, ableitung, randbed)

return [
get_cubic_normableitung(points([i], A[i], B[i], points[i+1])
for i in range(len(points) - 1)

evaluate_bezier(x,points, ableitung, randbed):
# Wertet jedes Teilpolynom auf [0,1] aus und hdngt alles aneinander
# => Bezier-KURVE
A, B = get_bezier_coef(points, ableitung, randbed)
curves = get_bezier_cubic_quick(points,A,B)
n = len(curves)
if x < 1:
return curves[int (n*x-((n*x)%1))] ((n*x)7%1)
else:
return curves[len(curves)-1](1)

evaluate_bezier_normabl (x,points,ableitung, randbed):
# Wertet die Normableitung an einem bestimmten Punkt aus
curves = get_bezier_cubic_normableitung(points, ableitung, randbed)
n = len(curves)
if x < 1:
return n*xcurves [int ((n*x)-((n*x)%1))] ((n*x)7%1)
# Der Faktor m ist NICHT vollig willkurlich, sondern kommt aus der
# Kettenregel.
else:
return nxcurves[len(curves)-1] (1)

evaluate_bezier_vector(points, feinheit, ableitung, randbed):
# Wertet die Bezier-Kurve an n daquidistanten Punkten aus
# n: An wie vielen Punkten soll ausgewertet werden
# Etwa: n=500, len(curves)=20
A,B = get_bezier_coef(points, ableitung, randbed)
C=np.zeros((feinheit,3))
for m in range(feinheit):
t=m/(feinheit-1)
Cl[m, :]=evaluate_bezier_quick(t,points,A,B)
return C

evaluate_bezier_normabl_vector(points, feinheit, ableitung, randbed):
# Wertet die Bezier-Normableitung an n daquidistanten Punkten
# aus
A=np.zeros(0)
for m in range(feinheit):
t=m/(feinheit-1)
A = np.append(A, evaluate_bezier_normabl(t, points, ableitung, randbed))
return A

bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed):
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feinheit = len(finefiber.x)

points = np.transpose(np.array([fiber.x, fiber.y, fiber.z]))

ableitung=np.transpose(np.array([fiber.dxds, fiber.dyds, fiber.dzds]))

X, y, z = points[:,0], points[:,1], points[:,2]

bezierpath = evaluate_bezier_vector(points, feinheit, ableitung, randbed)

PX, py, pz = bezierpath[:,0], bezierpath[:,1], bezierpathl[:,2]

finepoints = np.transpose(np.array([finefiber.x, finefiber.y,
finefiber.z]))

return points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints

RUBRAHRABRARR AR RRLRR LR R AR R AR R AR R AR R LR R AR R A LR AR R AR R LR R AR R AR BB RR AR R R R R AR R AR A
# Alle Plotter ab hier #
RURRBHRABRABRABR AL R LR R AR R AR RBRR BB RBHR AR R B LR B LR AR R LR R AR R AR RBRR B LR R LR R LR R LR H

def finefiber_plot(fiber, finefiber, randbed):
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)
plt.figure(42)
finefiberpoints = np.transpose(np.array([finefiber.x, finefiber.y,
finefiber.z]))
gqx, qy, 9z = finefiberpoints[:,0], finefiberpoints[:,1], finefiberpointsl[:,2]
ax3 = plt.axes(projection = ’3d’)
ax3.plot(gx,qy,qz,’ro’)
ax3.set_xlabel (’ [m] )
ax3.set_ylabel (’ [m] )
ax3.set_zlabel(’ [m] )
plt.savefig("../../TeX/figures/finefiber_plot_new.eps",dpi=300)

def bezier_interp_plot(fiber, finefiber):

HARBRBRBRBRARARRRRBRBR AR AR AR RBRBRBRIRAH

# Plottet die interpolierende Kurve #

REBHRARBHRHRBRRHRBRRHRBRBHRBRBHRBRGHARHH

points, ableitung, x, y, z, bezierpath, pxnat, pynat, pznat, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, ’nat’)

points, ableitung, x, y, z, bezierpath, pxherm, pyherm, pzherm, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, ’hermite’)

plt.figure(40)

ax2 = plt.axes(projection = ’3d’)

ax2.plot(x,y,z,’ro’)

ax2.plot(pxnat,pynat,pznat,’g-’)

ax2.plot (pxherm,pyherm,pzherm, ’b-’)

ax2.plot (pxherm[0] ,pyherm[0] ,pzherm[0] ,marker = ’s’, markerfacecolor = ’none’,
markeredgewidth = 2, markeredgecolor = ’orange’,linestyle = ’dashed’, marker
= 20)

ax2.set_xlabel (’ [m] )
ax2.set_ylabel (’ [m] )
ax2.set_zlabel (’ [m] )
plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_plot_new.eps",dpi=300)

41



A KODE

193 def bezier_mit_temp(fiber, finefiber, randbed):

104 points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
195 bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)

196 feinheit = len(finefiber.x)

197 temp = evaluate_bezier_vector(fiber.T,feinheit, ableitung, ’nat’)
198 cmap = plt.cm.hot

199 norm = plt.Normalize(vmin = np.min(temp), vmax =

200 np.max(temp))

201 color = cmap(norm(temp[:,0]))

202 print(color.shape)

203 print (px.shape)

204 plt.figure(2)

205 ax4 = plt.axes(projection = ’3d’)

206 ax4.plot(x,y,z,’bo”)

207 for j in range(len(px)-2):

208 ax4.plot(px[j:j+2],pylj:j+2],pz[j:j+2],’-?,c=color([j,:]1)

209 ax4.set_xlabel (’ [m]?)

210 ax4.set_ylabel(’ [m]’)

211 ax4.set_zlabel(’ [m]’)

212 sm = plt.cm.ScalarMappable(cmap = cmap, norm = norm)

213 plt.colorbar(sm, label="[°K]",pad=0.12)

214 plt.savefig("../../TeX/figures/var_bezier_mit_temp.eps",dpi=300)

215

216 def bezier_mit_dicke(fiber, finefiber, randbed):

217 points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
218 bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)

219 feinheit = len(finefiber.x)

220 thck = evaluate_bezier_vector(fiber.diam,feinheit, ableitung, ’nat’)
221 cmap = plt.cm.viridis

222 norm = plt.Normalize(vmin = np.min(thck), vmax =

223 np.max (thck))

224 color = cmap(norm(thck([:,0]))

225 plt.figure(900)

226 axb = plt.axes(projection = ’3d’)

227 for j in range(len(px)-2):

228 ax5.plot(px[j:j+2],pylj:j+2],pz[j:j+2],’-?,c=color([j,:]1)

229 ax5.set_xlabel (’ [m] )

230 ax5.set_ylabel(’ [m]’)

231 ax5.set_zlabel(’ [m] )

232 sm = plt.cm.ScalarMappable(cmap = cmap, norm = norm)

233 plt.colorbar(sm, label="[m]", pad=0.12)

234 plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_mit_dicke_new.eps",dpi=300)

236 def bezier_fehler_plot(fiber, finefiber):

237 HARRARARARHRBRBRRRRRRRRRRRARRARARBRRRRARARHRBRRRRRRRRRRRRRRRRAA AR AR ARARAHH
238 # Plottet die Differenz zwischen der Interpolation und der feinen Kurve #
239 HERBHRRRRRRBRBRRRRRRRRRRRR AR B R BB R RRRRARRRRRRRRRRBRBRBR R BRRHHRHHRHHH
240 points, ableitung, x, y, z, bezierpathnat, px, py, pz, finepoints = \

241 bezier_initializor(fiber, finefiber, ’nat’)
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def

def

points, ableitung, x, y, z, bezierpathherm, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, ’hermite’)

feinheit = len(finefiber.x)

fig, ax = plt.subplots()

bezierdiffnat = np.zeros(len(finepoints))

bezierdiffherm = np.zeros(len(finepoints))

for j in range(len(finepoints)):
bezierdiffnat[jl=np.linalg.norm(bezierpathnat[j,:]-finepointsl[j,:])
bezierdiffherm[j]=np.linalg.norm(bezierpathherm([j,:]-finepoints([j,:])

plt.plot(np.linspace(0,1,feinheit) ,bezierdiffnat,’g-’)

plt.plot(np.linspace(0,1,feinheit) ,bezierdiffherm,’b-’)

ax.set_xlabel (’$s$?)

ax.set_ylabel (’ [m] )

plt.grid()

plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_fehler_new.eps",dpi=300)

bezier_normabl_plot(fiber, finefiber):

RABRRARBRARR AR BB BRBRRBRBRR AR ERBRR BRI HRRRGH

# Plottet die Normableitung des Splines #

REBHRARBHBHRBHBHRBRGHRBRGHRBRBRBHR BRI HR R GH

points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, ’hermite’)

feinheit = len(finefiber.x)

fig, ax = plt.subplots()

beziernormablnat = evaluate_bezier_normabl_vector(points,feinheit, ableitung,
’nat’)

beziernormablherm = evaluate_bezier_normabl_vector(points,feinheit, ableitung,
‘hermite?)

plt.plot(np.linspace(0,1,feinheit) ,beziernormablnat,’g-’)

plt.plot(np.linspace(0,1,feinheit) ,beziernormablherm, ’b-")

ax.set_xlabel (’$s$7)

ax.set_ylabel(’’)

plt.grid()

plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_normabl_new.eps",dpi=300)

bezier_temp_plot(fiber, finefiber, randbed):
HARBRRHRAAAARRRRRRRAAARRRRRBRRRAARARBRRRRHRAAAH
# plottet die Interpolation der Temperatur #
HARRRRHHAAAARRRRRRRAAAAARRRRRHHRRARARRRRR IR AR
if randbed == ’hermite’:
raise ValueError(’Bitte fiir das eindimensionale Zeug natiirliche\
Randbedingungen nutzen’)
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)
feinheit = len(finefiber.x)
fig, ax = plt.subplots()
temp = evaluate_bezier_vector(fiber.T,feinheit, ableitung, randbed)
plt.plot(np.linspace(0,1,feinheit),temp, ’g-’)
ax.set_xlabel(’$s$’)
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ax.set_ylabel (’ [°K]’)
plt.grid()
plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_temp_new.eps",dpi=300)

def bezier_thck_plot(fiber, finefiber, randbed):
RUARBRERERBR AR BB R RERERBR BB RRREREREREHR AR Y
# Plottet die Interpolation der Dicke #
RUABBRERERBRBR AR B RERERBR BB BB BRRERBRER AR Y
if randbed == ’hermite’:
raise ValueError(’Bitte fiir das eindimensionale Zeug natiirliche\
Randbedingungen nutzen’)
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)
feinheit = len(finefiber.x)
fig, ax = plt.subplots()
thck = evaluate_bezier_vector(fiber.diam,feinheit, ableitung, randbed)
plt.plot(np.linspace(0,1,feinheit),thck, ’g-’)
ax.set_xlabel (*$s$7)
ax.set_ylabel (’ [m] )
plt.tight_layout ()
plt.grid()
plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_thck_new.eps",dpi=300)

def linke_randbedingungen_visualisieren(fiber, finefiber):
HUBHBBRBRBBRBRBBRBRBRRBRBRRBRBRRBRBRRBRBRRBRBRBRRBRARRBRARRBRBRRIR R AH
# Zeigt den Unterschied zwischen den Randbedingungen am linken Rand #
BUBHBBRBRBURBRBLR GRS LR AR B RRBRBRR DR B RRBRBRBBRBRB LR BRB LR DR SRR BR SRR AR R RS
randbed = ’nat’
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \

bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)

feinheit = len(finefiber.x)
plt.figure(2)
ax7 = plt.axes(projection = ’3d’)
hermitekurve = evaluate_bezier_vector(points, feinheit, ableitung, ’hermite’)
natkurve = evaluate_bezier_vector(points, feinheit, ableitung, ’nat’)
ax7.plot(natkurve[0:28,0], natkurve[0:28,1], natkurve[0:28,2], ’g-’)
ax7.plot (hermitekurve[0:28,0], hermitekurve[0:28,1], hermitekurve[0:28,2], ’b-’)
ax7.view_init(-20,-29)
ax7.plot(points[0:2,0], points[0:2,1], points[0:2,2], ’ro’)
ax7.set_xticklabels([])
ax7.set_yticklabels([])
ax7.set_zticklabels([])
plt.tight_layout()
plt.savefig("../../TeX/figures/linke_randbedingungen_new.eps",dpi=300)

#!/usr/bin/env python3
# Autor: Julius Busse
# -*- coding: utf-8 -*-
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import numpy as np

import sympy as sp

from sympy import *

import scipy.integrate as integrate
import matplotlib.pyplot as plt
import sys

import math

from ensreader import Ensight
from fiberreader import Fiber

from fiberreader import add_diameter_to_fiber_object

from bezier_methoden import x*

def main():
if len(sys.argv) <= 1:

cfdfilename = "../daten/cfd/cube_6x6/flow.case"

else:
cfdfilename = sys.argvl[1]
if len(sys.argv) <= 2:

fiberfilename = "../daten/fiber/fiber_cube_mixed_coarse_20/fiber_2.mat"
finefiberfilename = "../daten/fiber/fiber_cube_mixed/fiber_2.mat"
else:

fiberfilename = sys.argv[2]
cfd = Ensight(cfdfilename)
fiber = Fiber(fiberfilename)

finefiber = Fiber(finefiberfilename)
‘nat’)
# bezier_interp_plot(fiber, finefiber)
# bezter_fehler_plot(fiber, finefiber)
# bezier_normabl_plot(fiber, finefiber)
# bezier_temp_plot(fiber, finefiber,
# bezier_thck_plot(fiber, finefiber,
bezier_mit_temp(fiber, finefiber, ’hermite’)
# bezier_mit_dicke(fiber, finefiber,

# finefiber_plot(fiber, finefiber,

# linke_randbedingungen_visualisteren(fiber, finefiber)

plt.show()

if __name == ’__main__’:

main()

A.2. Methoden zur Losung des Problems am Wiirfelgitter

#!/usr/bin/env python3

# Autor: Julius Busse

# -%- coding: utf-8 -+*-

from bezier_methoden import *

from matplotlib.colors import ListedColormap, BoundaryNorm, Normalize

import matplotlib as matplotlib

‘nat’)
‘nat’)

‘hermite’)

from matplotlib.collections import LineCollection
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import matplotlib.cm as cm

def

def

def

def

findcubicroots(a,b,c,d,intlower,intupper) :
# Findet Nullstellen des kubischen Polynoms azx~3+bx"2+cx+d
# zwischen intlower und intupper
# Arbettet analytisch
X = symbols(’x’)
lsgmenge = solveset (Eq(a*x**3+b*x**2+c*x+d,0) ,x)
index1=0
reellelsg = np.zeros(0)
for 1sg in lsgmenge:
# Uberpriife, ob die Losungen reell sind und im geforderten
# Intervall liegen
if 1sg.is_real and intlower <= 1lsg and lsg <= intupper:
reellelsg = np.append(reellelsg,float(1lsg))
indexl += 1
return(reellelsg)

findgridintersections(a,b,c,d,gridwidth):
# Findet Schnitistellen mit dem daquidistanten Wirfelgitter mit
# Gitterldnge gridwidth
reellelsg = np.zeros(0)
extremakandidaten = findmaxcubic(a,b,c,d)
numlower = np.floor(extremakandidaten[0]/gridwidth)
numlower = int(numlower)
numupper = np.ceil (extremakandidaten[1]/gridwidth)
numupper = int(numupper)
for j in range(numlower,numupper+1):
# Sucht nach Nullstellen wvon p(z)-j*gridwidth in einem
# geeigneten Intervall
lsglokal = findcubicroots(a,b,c,d-j*gridwidth,0,1)
reellelsg = np.append(reellelsg,lsglokal)
return(reellelsg)

evalcubic(a,b,c,d,x):
return a*x**3+bxx**x2+c*kx+d

findmaxcubic(a,b,c,d):
# Findet die Extremstellen von ax~2+bx~2+cxz+d zwischen 0 und 1
lrand = d
rrand = atb+c+d
# Berechnung der Nullstellen der ersten Ableitung
exstelle = np.array([lrand, rrand])
radikand = ((2%b)/(8*a))**2-c/(3*a)
if radikand >= O:
# Uberprift, ob die Nullstellen reell sind
mittel = -b/(3*a)+sqrt(radikand)
mitte2 = -b/(3*a)-sqrt(radikand)
# Uberprife die Funktionswerte an den Kandidaten fir
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# Extremstellen
if 0 <= mittel and mittel <= 1:
polwert = a*mittel**3+b*mittel**2+cmittel+d
exstelle = np.append(exstelle, polwert)
if 0 <= mitte2 and mitte2 <= 1:
polwert = a*mittel2**3+b*mitte2**2+cxmitte2+d
exstelle = np.append(exstelle,polwert)
maxwerte = np.zeros(0)
for stelle in exstelle:
maxwerte = np.append(maxwerte,evalcubic(a,b,c,d,stelle))
maxwerte = np.sort(maxwerte)
# mazwerte[0]: Minimum, mazwerte[n-1]: Mazimum
return (maxwerte[0], maxwerte[len(maxwerte) - 1])

def findgridintersection_multiple_bezier(points,gridwidth,ableitung,randbed):
# Findet Gitterschnitistellen einer dretdimensionalen
# Bezier-Kurve mit natiurlichen Randbedingungen, welche points
# interpoliert
[A,B] = get_bezier_coef(points,ableitung, randbed)
n = len(A)
reellelsg = np.zeros(0)
for dim in range(3):
for j in range(n):
# Itertert die findgridintersections-Funktion
= points[j,dim]
Alj,dim]
B[j,dim]
points[j+1,dim]
lsglokal = findgridintersections(
-a+3*b-3*c+d, 3*a-6%b+3*c,-3*a+3*b,a,gridwidth)
1sglokal = (1lsglokal+j)/n
reellelsg = np.append(reellelsg,lsglokal)
return(np.sort(reellelsg))

a
b
c
d

def inwelchemwuerfelsindwir(x,gridwidth):
# Uberprift in welchem Wirfel des Wirfelgitters mit Gitterweite
# gridwidth = liegt
ecken = np.zeros(3)
for dim in range(3):
ecken[dim] = np.floor(x[dim]/gridwidth)
return ecken

def bezierintegralcalculator(points,ableitung,randbed,low,up):
# Numerische Integration
return integrate.quad(evaluate_bezier_normabl, low, up,

args=(points,ableitung,randbed,))

def compute_diameter(fiber, rho, dIn, uln, TIn):
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rhoIn = rho(TIn)
return np.sqrt(rhoIn / rho(fiber.T) * uln / fiber.u * dIn*dIn)

def wuerfelgitter(fiber,finefiber,gridwidth,randbed) :
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)
temp fiber.T
thck = fiber.diam
# Gibt ein Array aus, wo zu jedem Wifel die Lange und mittlere
# Temperatur des enthaltenen Fadens berechnet wird
gitterschnitt = findgridintersection_multiple_bezier(points,gridwidth,
ableitung, randbed)
n = len(gitterschnitt)
A = np.zeros((n,6))
# In A schreiben wir die Ergebnisse rein
for j in range(n-1):
# Bestimme Koordinaten des Wurfels
wuerfelmitte = evaluate_bezier((gitterschnitt[j] +
gitterschnitt[j+1])/2,points, ableitung, randbed)
welcherwuerfel = \
inwelchemwuerfelsindwir (wuerfelmitte, gridwidth)*gridwidth
# print ("Wir sind im Wirfel ", welcherwuerfel)
A[j,:3] = welcherwuerfel
# Bestimme Lange der Kurve im Wurfel

Il

kurvenlaenge=bezierintegralcalculator (points, ableitung, randbed, gitterschnitt|

gitterschnitt[j+1]) [0]
A[j,3] = kurvenlaenge
# print ("da hat die kurve die ldange ", kurvenlaenge)
# Bestimme mittlere Termperatur der Kurve im Wirfel
temperatur = integrate.quad(evaluate_bezier, gitterschnittl[j],
gitterschnitt[j+1], args =
(temp,ableitung,’nat’,))/(gitterschnitt[j+1]-gitterschnitt[j])
# print (" und das mittel iUber die temperatur betrdgt ", temperatur)
Alj, 4] = temperatur[0]
# Bestimme mittlere Dicke der Kurve im Wirfel
thickness = integrate.quad(evaluate_bezier, gitterschnitt[j],
gitterschnitt[j+1], args =
(thck,ableitung, ’nat’))/(gitterschnitt[j+1]-gitterschnitt[j])
# print (" und das mittel Uber die fadendicke betragt ", thickness)
A[j,5] = thickness[0]
return A

def wuerfelgitter_mit_fadenlaenge(fiber, finefiber, gridwidth, randbed,
wuerfelgitter_resultat):
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)
temp = fiber.T
thck = fiber.diam
gitterschnitt = findgridintersection_multiple_bezier(points,gridwidth,
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155 ableitung, randbed)

156 A, B = get_bezier_coef(points, ableitung, randbed)

157 ax2 = plt.axes(projection = ’3d’)

158 REBHBARBRBHRBRBHABRGHRBR GRS H

159 # lange im gitterelement #

160 REBHRARBRBHRBRBHRBRBHR AR BHRRH

161 plt . figure(l)

162 for j in range(len(gitterschnitt)-2):

163 kurve = [evaluate_bezier_quick(x,points,A,B) for x in

164 np.linspace(gitterschnitt[j],gitterschnitt[j+1],20)]

165 kurve = np.array(kurve)

166 cmap = cm.viridis

167 norm = Normalize(vmin = np.min(wuerfelgitter_resultat[:,3]), vmax =
168 np.max(wuerfelgitter_resultat[:,3]))

169 color = cmap(norm(wuerfelgitter_resultat[j,3]))

170 ax2.plot(kurvel[:,0], kurve[:,1], kurve[:,2], color=color#, lw=5

171 )

172 ax2.plot(kurve[0,0], kurve[O,1], kurve[0,2], ’ro’)

173 # fig.colorbar(p)

174 ax2.set_xlabel (’ [m] )

175 ax2.set_ylabel(’ [m] )

176 ax2.set_zlabel(’ [m] )

177 sm = plt.cm.ScalarMappable(cmap = cmap, norm = norm)

178 plt.colorbar(sm, label=’[m]’, pad=0.12)

179 plt.savefig("../../TeX/figures/bezier_markierte_gitterlaenge_new.eps",dpi=300)
180 # fiber von gitterschnitt[j-1] bis gitterschnitt[j] plotten, einfarben mit
181 # wuerfelgitter_resultat[7,3,4 oder 5]

v #!/usr/bin/env python3

2 # Autor: Julius Busse

s # -*- coding: utf-8 -*-

4+ from wuerfelgitter_methoden import *

¢ def main():

7 # Selbe Variablen wie in fibersplines

8 if len(sys.argv) <= 1:

9 cfdfilename = "../daten/cfd/cube_6x6/flow.case"

10 else:

11 cfdfilename = sys.argv[1]

12 if len(sys.argv) <= 2:

13 fiberfilename = "../daten/fiber/fiber_cube_mixed_coarse_20/fiber_6.mat"
14 finefiberfilename = "../daten/fiber/fiber_cube_mixed/fiber_6.mat"
15 else:

16 fiberfilename = sys.argv[2]

17 cfd = Ensight(cfdfilename)

18 fiber = Fiber(fiberfilename)

19 finefiber = Fiber(finefiberfilename)

20 gridwidth = 0.1
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# 4 = wuerfelgitter(fiber, finefiber, gridwidth, *nat’)
# np.save("speicher/wuerfelgitter"”,4)
A = np.load("speicher/wuerfelgitter.npy")

24

25

26

27

wuerfelgitter_mit_fadenlaenge(fiber, finefiber, gridwidth, ’hermite’, A)
plt.show()

if __name == ’__main__’:

main()

A.3. Methoden zum Generieren eines eigenen Paralellepipedgitters

#!/usr/bin/env python3
# Autor: Julius Busse
# -*- coding: utf-8 -*-

# Diese Dater soll ein eigenes Gitter von {uadern oder Parallelepipeden
# generieren.

# Drei Punkte werden bendtigt, um die Orientierung im Raum anzugeben

# dann teile ich jede Achse zufalltg in Teilabschnitte auf.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import random as random

def gittergenerator(n):
start = np.array((-0.1,-0.1,-0.1)) # Gitter startet im Ursprung und wird am ende
# um "start" verschoben
xachse =np.array((1.5,-0.05,0))

yachse = np.array((0,1.4,0))
zachse = np.array((0,0,1.2))
achsen = np.empty((n,3))

for dim in range(3):
for j in range(n-2):
achsen[j,dim] = random.random()
achsen[n-2,dim] = 0
achsen[n-1,dim] 1
achsen[:,dim] = np.sort(achsen[:,dim])
# gitter = np.empty(((n-1)**3,3,4))# Anzahl Quader, Dimensionen, Punkte pro
# # Gitterelement

# index = 0

# for j in range(n-1):

# for i in range(n-1):

# for k in range(n-1):

# gttter[index,:,0] = (zrachse * achsen[7,0] + yachse *
# achsen([t,1] + zachse * achsen[k,2] + start)
# gttter[index, :,1] = (zachse * achsen[j+1,0] + yachse *
# achsen[z,1] + zachse * achsen[k,2] + start)
# gttter[index, :,2] = (zrachse * achsen[7,0] + yachse *
# achsen[i1+1,1] + zachse * achsen([k,2] + start)
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# gttter[index,:,3] = (zachse * achsen[j,0] + yachse *
# achsen[i,1] + zachse * achsen[k+1,2] + start)
# indexr += 1

# return gitter # (n-1)"3 z 3 = 4 array
return start, xachse, yachse, zachse, achsen

def main(Q):
gitter = gittergenerator(10)
ax2 = plt.axes(projection = ’3d’)
ax2.plot(gitter[0,0,:], gitter[0,1,:], gitter[0,2,:],’r0’)
plt.show()

if __name == ’__main__’:

main()

A.4. Methoden zur Losung des Problems am Paralellepipedgitter

#!/usr/bin/env python3

# Autor: Julius Busse

# -*- coding: utf-8 -*-

# from ensreader import *

from bezier_methoden import *
from eigenesgittergenerieren import *
from sympy.solvers import solve
from sympy import Symbol

from sympy import sin

from sympy.abc import x

from sympy import nsolve

from fiberreader import *
import numpy as np

# cfdfilename = "../daten/cfd/cube_6xz6/flow.case”

# coords, tet, pyr, penta, heza, scalar_vars, vector_vars = read_ensight(cfdfilename)

# print(coords)
# Das Problem ist am eigenen Gitter gelost, da das in cfdfilename liegende
# Gitter keine ebenen Flachen hat.

def binichinquaderj(gitter,j,p):
start, xax, yax, zax, achsen = gitter
n = achsen.shape[0]
prel = p - start
A = np.transpose(np.array((xax, yax, zax)))
lambdavar = np.linalg.solve(A, prel)
jz = int(j % n)
zhilfe = (j-jz)/n
jy = int(zhilfe % n)
yhilfe = (zhilfe-jy)/n
jx = int(yhilfe 7% n)
if (achsen[jx,0] <= lambdavar[0] and lambdavar[0] <= achsen[jx+1,0]
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and achsen[jy,1] <= lambdavar[i1] and lambdavar[1] <= achsen[jy+1,1]
and achsen[jz,2] <= lambdavar[2] and lambdavar[2] <= achsen[jz+1,2]):

return 1
return O

def inwelchemquadersindwir(gitter, p):
start, xax, yax, zax, achsen = gitter
n = achsen.shape[0]
n = (n-1)*x*3
for j in range(n+1):
if binichinquaderj(gitter, j, p):
return j

def nachbarfinder(nges,a): # n: Gesamtanzahl Quader (kubische Zahl), 7j: Quaderindex

nachbarn = np.array((a))
n = np.round(nges**(1/3))
# Wir missen alle 27-1 Kombinationen erfassen:
for i in range(-1,2):
for j in range(-1,2):
for k in range(-1,2):
nachbarn = np.append(nachbarn,a+i*1+j*(n-1)+k*(n-1)**2)

nachbarn = np.sort(nachbarn)
nachbarn = nachbarn[nachbarn >= 0]
nachbarn = nachbarn[nachbarn < nges]
nachbarn = [int(a) for a in nachbarn]

return nachbarn

def parallelepipedgitter(fiber,finefiber,gitter,randbed, feinheit):
points, ableitung, x, y, z, bezierpath, px, py, pz, finepoints = \
bezier_initializor(fiber, finefiber, randbed)
temp = fiber.T
thck = fiber.diam
kurve = evaluate_bezier_vector(points,feinheit,ableitung,randbed)
A = np.empty((feinheit,4))
index = 0
letzterquader = 0O
for p in kurve:
Alindex,0:3] = p
if binichinquaderj(gitter,letzterquader,p):
Alindex, 3] = letzterquader
print("Ich bleibe im selben Gitterelement")
else:
nachbarerfolg = 0
nachbarliste = nachbarfinder(gitter.shapel[0],letzterquader)
for nachbar in nachbarliste:
if binichinquaderj(gitter,nachbar,p):
Alindex, 3] = nachbar
letzterquader = nachbar
nachbarerfolg = 1
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print ("Mein neues Gitterelement wurde numerisch\

effizient gefunden")
if not nachbarerfolg:
print (inwelchemquadersindwir(gitter,p))
Alindex,3] = inwelchemquadersindwir(gitter,p)
print (A[index,3])
letzterquader = int(A[index,3])
print ("Mein neues Gitterelement wurde nur durch\
Brute-Force gefunden :(")
index += 1
return A

def parallelepipedgitter_punkte_in_element(A):
relevante_gitterelemente = sorted(set(A[:,3].astype(int)))

B = np.zeros((2,0)) for gitterindex in relevante_gitterelemente:

res = sum(l for i in A[:,3] if i == gitterindex)
B = np.append(B, np.array([gitterindex, res]))
B.shape = [-1, 2]
print(B)
return B

#!/usr/bin/env python3

# Autor: Julius Busse

# -*- coding: utf-8 -+*-

import array_to_latex as a2l

from bezier_methoden import *

from eigenesgittergenerieren import *
from sympy.solvers import solve

from sympy import Symbol

from fiberreader import *

import numpy as np

from parallelepipedgitter_methoden import *

def main(Q):
# Selbe Variablen wie in fibersplines
if len(sys.argv) <= 1:
cfdfilename = "../daten/cfd/cube_6x6/flow.case"
else:
cfdfilename = sys.argv[1]
if len(sys.argv) <= 2:

fiberfilename = "../daten/fiber/fiber_cube_mixed_coarse_20/fiber_2.mat"
finefiberfilename = "../daten/fiber/fiber_cube_mixed/fiber_2.mat"

else:

fiberfilename = sys.argv[2]
cfd = Ensight(cfdfilename)
fiber = Fiber(fiberfilename)
finefiber = Fiber(finefiberfilename)
randbed = ’hermite’
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if

# n=20

# gitter = gitttergenerator(n)

# np.save("speicher/gitter"”, gitter)

gitter = np.load("speicher/gitter.npy",allow_pickle=True)

# print (inwelchemquadersindwir(gitter,np.array((1,1,1))))
print(gitter)

# 4 = parallelepipedgitter(fiber, finefiber,gitter, ’hermite’,500)
# np.save("speicher/parallelepipedgitter_resultat”, 4)

A = np.load("speicher/parallelepipedgitter_resultat.npy")

B = parallelepipedgitter_punkte_in_element (A)

print(B)

print(a2l.to_1tx(B, frmt = ’{:.0f}’, arraytype = ’bmatrix’))

__name == ’__main__’:

main()
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